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Εκτὸς απὀ τις προτάσεις και τα θεωρήματα των 
μαθηματικών, στα καλά διδακτικά βιβλία, υπάρχουν 
παράλληλα κάποιες παρατηρήσεις των συγγραφέων 
που τιτλοφορούνται εἶτε ὡς «Σχόλιο» εἶτε «ὡς 
«παρατἠρηση» εἰτε ὡς «προσοχή» εἶτε ὠὣς 
«επισήμανση» Όλες αυτὲς οἱ καταγραφές, εἶτε ὡς 
υποσημειώσεις στο περιθώριο της σελίδας, εἶτε ὡς 
σημειώσεις µέσα σε ξεχωριστὸ πλαίσιο για να δοθεἰ 
αναγκαἰΐα έµφαση, διευκρινἰζουν σκοτεινἀ σηµεία 
της θεωρἰας, σηµεία στα οποία ο αναγνώστης 
εὐκολα μπορεὶ να κάνει λάθος, εἶτε εὐκολα να παρανοήσει. Η εμπειρία του 
συγγραφἑῶς, ο οποίος κατά κανόνα εἶναι και δάσκαλος των μαθηματικών, 
του επιβάλλει να πει το κάτι παραπάνω, κάτι το εμφαντικὸ, αὐτὸ που ἰσως 
προλάβει ἑένα πιθανὸ λάθος, µια λανθασμένη νοητικἠ εικόνα, 
καθοδηγούὐµενος απὀ τις εµπειρίες , τις προσωπικὲς του , των μαθητών του, 
αλλά και απὀ µια τεράστια βιβλιογραφία που ἑχει σχηµατισθεἰ απὀ 
συζητήσεις της µαθηµατικἠς κοινότητας για «συνήθη λάθη» , «συνήθεις 
παρανοήσεις», γνωστά ιστορικά λάθη, «επιστηµμολογικά εμπόδια» που κατά 
την διδασκαλία τα λέμε και «διδακτικά εμπόδια». 

Στην παρούσα εργασία παρουσιάζουμε, επίλεκτα παραδεἰγµατα που 
υπακούουν στα προηγούμενα και πιστεύουμε, ὁτι θα εἶναι χρήσιμα σε κάθε 
µαχόμενο συνάδελφο του πίνακα για να τα ἐχει ὡς άμεσα ὁπλα απὀδειξης 
πειθοὺς και πρὀληψης λανθασμένου νοητικοὺ μοντέλου για κάποια λεπτή 
έννοια, κατά την διαδικασἰα δὀµησης της γνώσης των μαθητών του. 

Τα παραδείγατα που παρουσιάζουμε, βαΐνουν κλιμακωτά και 
καλύπτουν ὀλο το φάσμα του Απειροστικού Λογισμοὺ που διδάσκεται στην 
Γ' Λυκείου με κάποιες μικρὲς παρεκβάσεις. Ας µην ξεχνάμε, ότι η Ανάλυση 
της Γ΄ Λυκείου, εξετάζει τις συναρτήσεις ποὺ ορἰζονται µόνο σε διάστηµα ἡ 
ένωση διαστημάτων. Αυτός ο περιορισμός , αφἠνει απ ἐξω ὁλες τις άλλες 
συναρτήσεις. Επίσης, η έννοια της συνέἐχειας έχει νόημα ἐτσι όπως ορίζεται, 
μόνο σε σηµεἰα συσσωρεύσεωῶς του πεδίου ορισμού µιας συνάρτησης, ενώ και 
οι ἐέχουσες μεμονωμένα σηµεία συναρτήσεις, σύμφωνα με τοὺς ορισμούς των 
Πανεπιστημιακών συγγραμμάτων εἶναι συνεχείς (λ.χ. ὅλες οι ακολουθἰες, 
εἶναι συνεχεἰς συναρτήσεις) Αυτὸ το θέµα , ναι μεν δεν το αγγίζουμε, αλλά 
πρέπει να το ἐχουμε κατά νου , προς αποφυγἠν λανθασμένων γενικεύσεων, 
όπως θα δούµε σε ορισμένα παραδεἰγµατα παρακάτω: 





ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ. ΡΗΤΟΙ ΚΑΙ ΑΡΡΗΤΟΙ. 


Απάντηση: Δεν εἶναι αληθὲς. Κάθε άρρητος, ἑχει πράγματι µονοσήµμαντη 
δεκαδικἠ αναπαράσταση, την οποία ὁμῶς γνωρίζει μόνον ο ...Θεός! Όσον 
αφορά όμως τους ρητοὺς, ἐχομε, ότι κάθε ρητὀς, έχει δὺο ισοδύναμες 
δεκαδικἐὲς αναπαραστάσεις. Παραδείγματα: 

25 119992... ή 17,2299999οοο99....--Ι7,24 

Ἡ απὀδειξη των παραπάνω, µπορεἰ να γίνει εἶτε µε μαθηματικά της Β᾽ 
Γυμνασίου εἰτετης Β᾽ Λυκείου 





λ.χα Αν αξ 1.9099009...... τότε 
Ίθα- 19.99909οΟἵ οα- Ι8.00000..ἵ α-2 ἨἩ 17,.239909...Ξ1 7.23 
κ. 
ο ο ο κ ο κα νο 
10 10 10 ιά  ώμς 1- υ.. 10 
10 





Απάντηση: 


ϐ) (ν2)4 (2- ν2)- 2 19 (24 2)- (92) - 2 1) (92). (Ό92)- 4 ἵν) να 2. 


Στα παραπάνω, θεωρείται γνωστὸ, ότι 2 εἶναι άρρητος. 

Πέραν των προηγουμένων παραδειγµάτων, υπάρχει και η 

κατασκευαστικἠ λογική, όπως παρακάτω: 

) Αν α- 1.01001000100001000Ο1ΙΟ0000Ι... τότε ο α εἶναι άρρητος αφού ἐχει 
απειροψἠφια µη περιοδικἠ παράσταση. 
Οµμοἰώςο ῥΞ Ι010110111011110Ο111110... εἶναι άρρητος για τον ἰδιο λόγο. 
Και ΕΗΡΞΖΙΙΠ1Ι... 


5 (µε αφαίρεση κατά μέλ 
αν μυ. μέλη) 


ο β)ξ 105 601ῇβΞ (ρητος) 
Π) Αν  α- 2.010010001000010ΘΘΟΘΙ... (ἀρρητος) 
β- 1101001000100001Ι0000Θ1... (ἄρρητος) 
Τότε α- βΞ 1 (ρητὀς). 
1) Αφού (ν2- Ὀ(ν2«1)Ξ- 1. και το ανάπτυγμα του φ2 θεῶρείται 
«γνωστό»!, τότε 0,.4142.... 2.4142...- 1. 


«Γνωστό» υπό την έννοια ότι μπορούμε να προσδιορίσουμε οποιοδήποτε αρχικό πεπερασμένο τµήµα των άπειρων ψηφίων του, µε πεπερασμένα 
βήματα. Το σύνολο των θέσεων των ψηφίων του δεν μπορούμε να το γνωρίζουμε (πλην του... Θεού!) γι) αυτό άλλωστε ονομάζεται και άρρητος (Ξ 
δεν µπορεί να εκφρασθεῖ). Αλλά είδαµε ότι υπάρχουν και άρρητοι που “εκφράζονται”, όπως ο α και ο βτων παραδειγµάτων που έχουν µια τυπική 
κανονικότητα στα άπειρα µη περιοδικά ψηφία τους. 


ἵν) Έχω ότι: Γ- ν2: ο. ν2. ἆρα, γνωστού ὀντος του αναπτύγµατος 


ν2 


1 
τοῦ «2, εἶναι γνωστὸ και το ω Ξ που προκύπτει µε τον αλγόριθμο 


2 
(απείρων βημάτων ὁμῶς[γ) της διαίρεσης µε το 2 και ἁρα 
194142... 0,707...Ξ 1. 

















Απάντηση: Όχι. Ὀλοι οι δεκαδικοἰ τερματιζόµενοι εἶναι οι ρητοί της µορφής 





ης ,με µ,ν στο Ν και (α.2” «5”)Ξ 1 και μόνον αυτοί. 
Πράγματι: Αν υποθέσουμε χωρὶς βλάβη της γενικὀότητας, ὁτι μὸν , τὀτε, 
α αχ αν αχ" 
211 ΟΚ ΙΟ Τρ 
δεκαδικὀς τερματιζὀµενος κατά τα γνωώστά, μετρώντας ᾗµ θὲσεις για την 
υποδιαστολή, αριστερά του τελευταίου ψηφίου του ακἑραιου ᾳ Χ5'"”. 
Αντιστρόφως: Κάθε δεκαδικὀς, γράφεται ὡς άθροισμα κλασμάτων µε 
παρονοµαστὴ δύναμη του 10 , ὀπου αν κἀνῶ την άρθροιση, θα έχω κλάσμα 
µε παρονοµαστἠ δύναμη του 10 και οι ὁροι θα εἶναι πρώτοι μεταξὺ τους. Το 
αντίστροφο συμπληρώνεται, µε την απὀδειξη, ὁτι το αρχικὸ κλάσμα δεν 
μπορεἰ να εἶναι ισοδύναμο µε ἆλλο που να ἐχει ο παρονοµαστἠς ἀἆλλη 
ανάπτυξη πρὠτων, λόγω της μοναδικότητας ανάπτυξης κάθε ακεραίου σε 
γινόμενο πρὠτωών. Έτσι ἐχομε, ότι η κλάση των δεκαδικών , ὡς σύνολο εἶναι 
μεν απειροσύνολο (στην ζωὴ µας πάντα πεπερασμένο) αλλά ὡς κλάση των 
ρητών αποτελεἰ µια απειροστἠὴ κλάση αυτών, πράγμα που διαισθητικἁ 
γίνεται αντιληπτὸ απὀ τις δυνατές τιμὲς που μµπορεἰ να πάρει ο 
παρονοµαστἠς καθὠς µπορεἰ να διατρέξει όλους τους συνδυασμοὺς τῶν 
απεἰρων το πλήθος, πρὠτων. 

Ως διαισθητικἠ προσέγγιση, μπορούμε να πούμε, ὁτι αν πάρουµε ἑνα 
πρὀτυπο μέτρο μήκους , που να παριστάνει το διάστηµα [0,1], όταν το 
χωρἰζουµε σε 10, 100, 1000, κ.ο.κ. κομμάτια, εκεἰ έχουμε θέσεις δεκαδικών 
τερματιζόµενων και παντού αλλού µη τερματιζοµένων κα αρρήτων”. 

Εν κατακλεἰδι ἐχουμε: 


Το τελευταἰο κλάσμα, γράφεται ὡς 





αξἈ 


Δεκαδικοί τερµατιζόµενοι: χα ο  ς ΒΜΕαα α κ 
Ρητοἰ τν ον) Σ Άκαι β Ἠ0. 


Μπορούμε να πούμε (διαισθητικἀ πάντα) ὁτι «Σχεδόν όλοι οι ρητοὶ, εἶναι 
δεκαδικοἱ περιοδικοὺ». 





- Κατά την γνώµη µας, καλό θα ήταν ο διδάσκων να πει δύο πράγµατα για τα απειροσύνολα, την απαρίθμηση και το διαγώνιο επιχείρημα του 
Οαπίοτ, για να δείξει την ποιοτική διαφορά του απείρου της αριθµησιµότητας των ρητών και του υπεραριθµησίµου των αρρήτων. Μπορούν να 
παρουσιασθούν σε µια διδακτική ώρα, ακόµα και στην Α΄ Λυκείου, όσο κι αν φαίνεται λίγο τολμηρό , αρκεί να υπάρχει ο κατάλληλος σχεδιασμός. 


ΙΣΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 


Απάντηση: Όχι απαραιτήτως. π.χ.: 
ία) Ξξ 2Χ/4{- 1:01} και σί(α)Ξ 2χ/- 1.1] 


Προφανώς /4 6 αφοὺ Φ(/ (8) 





Απάντηση: Όχι απαραιτήτως. π.χ. 
{Γ()Ξ 2Χ/{- 1.01} και σ(α)- 2ὰ3 /ή- 1.0.1) 
Ισχύει {5 6, ενώ οι αναλυτικὲς εκφράσεις εἶναι διαφορετικἑς. 






Απάντηση: Όχι απαραιτήτως. Π.χ. 


λ. ρῶ- ' αν αχ .. ο. αν αχ κ 
Ἱ αν αχ µρητός 0 αν α΄ µρητός 
τότε / (4): σί(α)Ξ 0 ὕχε Ν χωρίς καμία να εἶναι σταθερή. 

Επιπλέον, το αντιπαράδειγµα των {/.6 εἶναι τέτοιο ώστε να πληροί και 
την επιπρὀσθετη προὐπόθεση ὁτι «δεν υπάρχει υποδιάστηµα στο πεδἰο 
ορισμού της { εἶτε της σ που ο περιορισμός της [ ἡ της ς αντιστοἰχως, να 
εἶναι δενικἡ συνάρτηση». 





Απάντηση: Η α) δεν ισχύει πάντα, ενώ η β) ισχύει πάντα! Πράγματι: 
α) Αν θεωρήσω: {(α)- κ΄, π(α)- 1, σία)- 1. Τότε 
[Γε(. ϱιΩ- Γσ3 α)- 49 0- 0): 23-4 
[9 ΓΙ (6. (/α)- (91 ἠαἲ)- ε(α Λας τε -2. 
β) Ισχύει πάντα: Πράγματι, ἥ χε ΤΠ, ἐχουμε: 
[βηο/0-5 ατα α): (0) 

τμ): ε({))- (11 ϱ)({())- [61 6)ο Γ12) 





Απάντηση: α) Ἡ ἐκφραση ΠπΠι ναχ κ. 1- α]α «0 δεν ἐχει νόημα ορίου, 
χ3 γα 


διότι το τριώνυµο αχ’ - α4 1 έχει διακρίνουσα Δ-Ξ 1- 4α»ὸ θάρα ἐχει δύο 
διακεκριμένες ρἰζες πραγµατικὲς , ρι ρ;, και η συνάρτηση ἐἑχει π.ο. 
Φί Ε)Ξ [ριρ.] « Το -οο δεν εἶναι σ.σ.του {ή}, ἆρα δεν έχει νόημα ορἰου η 


ἐκφραση ων σι ]- α], α«θ. 
β)Αν ΓΙ.) Κμε [ία] -νχ-α, 


τότε: η έκφραση Ίντι 7() δεν ἑχει νόημα, διότι το -οο δεν εἶναι σ.σ.του Ὅ1). 
Υ) Αν [πχ] - νι Τὴ κ) - 31 2, τὸτε για να ορίζεται η συνάρτηση , πρέπει 
[κ- 12 ϐ) και κ) -3χ92Σ09Φ χε[]υ [2μω)]- 2ἱ/). 

Η ἐκφραση πι ία) στερείται νοήματος, διότι το 1 εἶναι μεμονωμένο σημείο 


του πεδίου ορισμοὺ της. 


2 - . 
δ) Αν {ία)]- ορ σσ μο-τ- Η ἐκφραση πι / α] επἰσης στερείται νοήματος, 
Χ.Α 4χ4 ιὰ 
διότι Ο//)]- [-α.͵,2)υ [Άμω)καιτο1 δεν ανήκει στο πεδίο του ορισμού της. 


Τα παραπάνω παραδείγματα, εξηγοὺὐν πειστικἀ, γιατὶ η πρὠτη µας 
ενέργεια πριν την εὐρεση ενὸς ορἱου, εἶναι η εὐρεση του πεδἰου ορισμοὺ 
της συνἀρτησης. 





Απάντηση: Εἶναι λανθασμένη. Η πρώτη µας δουλειά εἶναι να βρούμε το πεδἰὶο 
ορισμοὺ της συνάρτησης και το κατά πόὸσον το α εἶναι ἡ ὀχι σ.σ. του πεδίου 
ορισμού της{. 

Στην περίπτωση Υ) του προηγούμενου ζητήματος, για χΞ1 ἐχω {()Ξ0. Παρ᾽ 
όλα αυτά, ο ὁριο της {στοΊ1, δεν ἑχει νόημα. 








Απάντηση: (1) Δεν εἶναι αληθής. 


ο.” 

[πι ο) Ξ- [όσα / 1] Ξ 1 δηλαδή [μη / αἱ) Ξ1 και (θ-οε μπα αἱ). 
(1). Δεν εἶναι αληθής. 

ο. 


Στοθη Γ δεν ορίζεται, όμως μπι {ία)- 1ο 
(19. Δεν εἶναι αληθής. 


2 1 
π.χ. {ία - εκ] - ---,χρ5 0 
χ χ 
ως πας, προ αεί) - εἰα|- μα] 1]. 
Ίόοτε .. ἨΠΠΙΡ και [πι [α) οί) 5 πι --- τι. 
χὸ κὸ κ90 2ο αχ Χ 








1 
"πα εππτοθ. 
κὸ2θ0θα 


(1ν) Δεν εἶναι αληθής. 
{αἱ μιαν α[6ι1] ὁ 
χ) Ξ | 
. ἔ- Ίαν. 1Ε Ε0) ὦ 


Ππιυ [α)- Ι.. ενώτο μπιν (ο) δεν υπάρχει. 


() {{α)- 0/09). ε{α) - {0,49} Γία)ς σα) ὕκξ (0,19 }, αλλά 
μη /α) 0- πι εἰα). 





ατα, 


ΣΥΝΕΧΕΙΑ 





Απάντηση: Για τη συνάρτηση { 


/0- . ... ) έχω ἥπι/)τ «1 πα Γ0)5 15 / 0), 


Δηλαδή η [δεν εἶναι συνεχἠς στο αρ 0, αλλά αν θεωρήσω τον περιορισμό 
6- /0μ59) έχω ὁτι 
Ππρβο)-1- εί), 


Ἐπομένωῶς, η πρὀταση εἶναι ιψευδής. 





Απάντηση: Ἡ προὐπόθεση της συνέχειας της / στο [α,β] εἶναι ουσιώδης, 
διότι ἑστῶ και σε ἑνα σηµείο αρ του [α,β] να µη εἶναι συνεχής η /, εἶναι 
δυνατὀν να µην ισχύει το συμπέρασμα της ὑπαρξης ρἰζας της /(4)Ξ 0 στο 
[α,β]. 
-2, αν κε κ[- 1.0) 
(). Ἔστω {:/{(α)Ξ-{ Ἱ, αν ακΞ0 . 
2, αν κε (θ1] 
Για την Γισχύουν: 
. Είναι ορισμένη στο κλειστό [- 1,1] 


. {Γον ω-ς2α42--4«0 


ο Είναι ασυνεχἠς στο αρ ξ 0, αφοὐ 
Επι ία) - -24 Ππι [(α)- 1241: 0) 
κ 0. 1» 0) 


ο Είναι συνεχής ἵ χρε [-11]110.. 
Ὁμως τε [- 1.1]: Γ()Ξ ϐ µιας και η Γεξ ορισμού εἶναι διάφορη του 
μηδενός για κάθε χε [- 1,]. 
(1) Για την ασυνέχεια στα ἀκρα: 
ο} 2 αν κε [-11) 
Θεωρώ την συνάρτηση 6: 6(4)5 ο --- : 
Για την ἕ ισχύουν: 
9 Είναι ορισμένη στο [- 1,1] 
ο {ςυ:/4)- 2.:(-2)- -4«0 
ο Είναι ασυνεχἠς στο αρ 5Ξ 1, διότι Η/: 2-25 19 
. Είναι συνεχἠς Ἡ χε [- 1). 
Ὁμως (επίσης εξ ορισμού) /Γα)0Υ χε [- 1]. 
Ανάλογο αντιπαράδειγµα μπορούμε να παραθἐσουµε και για 
ασυνἑχεια στο αριστερὀ άκροτου διαστήματος. 





Απάντηση: «Ιδανικὸ παράδειγµα» αποτελεἰ η συνάρτηση του ΓΙτὶσΠ]6ί. 


1. αν α΄ ρητός 
Γ:10)- 
0, αν α΄ άρρητος 


ορισμένη στο [α,β], µε α.βε . 

Γι αυτὴν ισχύει: 

» Ἅῄ(α) /{(Α)Σ0 ἵ αιἲβεἰκ (Δηλαδή η ἀἄρνηση της συνθήκης 
{(α):/(ῥ)« 0) 

Η [ασυνεχἠς ἵ «ρε [α,β] (Δηλαδή δεν εἶναι συνεχἠς οὐὖτε σε ἑνα σηµείο 
του πεδίου ορισμού της , αυτὸ απαιτεἰ τον ακολουθιακὀ ορισμὀ της 
σύγκλισης και εκφεύγει τῶν πλαισίων της Γ’ Λυκείου) 

Ως αντἰστοιχο «συμπέρασμα» ἐχουμε ὅτι η {(4)Ξ 0 έχει άπειρες ρίζες στο 
πεδίο ορισμού της και μάλιστα υπεραριθµήσιµες! 

Μάλιστα, Και το πεδἰο ορισμούὐ μπορεί να εκληφθεί απεριόριστα μικρὀ 
(δηλαδή β-ας ε, ἵ ἐ}λ 0) χωρὶς να επηρεάζονται αυτά που ισχύουν για την 
συνανά αυτή. 





Απάντηση: Είναι ψευδής, αφού αυτἠ η πρὀταση εἶναι αληθής µόνο για 


Κλειστά  διαστήµατα της µµορφὴἠς {[α.ῤ]. Παράδειγμα, η 
1 
11) ο 


Γιατην /{ ισχύουν: 
». /Γί(α)« 0ἵ χε (α,β) και συνεχής στο αυτὀ. 


ο Στην θἐση αχ -- : ῤ ἐχώ ολικό μέγιστο, δηλαδἠ 


.. 
ο /ῶγ πε (αβ) 
ο πι Γ(α)- πι [(α)- -ᾱ Ξ πα)” Ππι {() 
13 αἱ χα 1) 12 β 
Δηλαδή η {/ εἶναι συνεχἠς σε κάθε σηµείο του πεδίου ορισμού της, έχει 
μέγιστο, αλλά δεν έχει ελάχιστο. Συνεπώς η πρὀταση εἶναι ψευδής, αφοὺ 


βρήκαμε συνάρτηση πληρούὺσα τις υποθέσεις της προτάσεωῶς, αλλά ὀχι το 
συμπέρασμά της. 





Ένα ἆλλο αντιπαράδειγµα εἰναιη 6: 6(1)Ξ οί | - τσ] η οποία: 


π 
ο Είναι συνεχἠςσεκάθε χε η 2) 


ο | Ἀ 
ο... μμ ο 


μπι Γα)ς-ο 


1» - 


ο Δεν ἐἑχει οὖτε μέγιστο οὐτε ελάχιστο, καθώς και 


πι Γ(0)Ξ τω 


π 
ο... 
2 


«Δηλαδή δεν εἶναι οὖτε άνω, οὖτε κάτω φραγμένη. 





χ{ ]αν χε 1-0) 
Απάντηση :Ί])Ἐστω {: {(α)Ξ θαν θς- 
παν (Θε]] 
Ἡ / εἶναι ασυνεχἠς µόνο στο σηµείο αρ Ξ 0, διότι 
10-04 ο. Γα0ς5-1ε1:5 ο. μαι ως ἐχουσα 








πολυωνυμικούς κλάδους εἶναι συνεχἠς στα διαστήματα 
που ορίζονται αυτοἰ. 











Η { δεν έχει οὐτε μέγιστο, οὐτε ελάχιστο, και γι αυτό αρκούσε η ασυνέχεια 
σε ἑνα µὀνο σηµεὶο του πεδἰου ορισμού τῆς. 
Πράγματι, το πεδἰο τιμών τῆς εἰναιτο (- 1.1) το οποίο ως ανοικτὸ, δεν έχει 
μέγιστο ἡ ελάχιστο. 


2) Ἑστω ϱ:Μ(1)Ξ χ/- 1). Ἡ { συνεχής ἵ χε (- 1.1) 
αλλά το πεδίο τιμών τῆς εἶναι επίσης το (- 11) ὁπου εκεἰ 
δεν ἑχω οὖτε μέγιστο, οὖτε ελάχιστο. 





Επίσης η δ/- 1.1) έχει ελάχιστο αλλά ὀχι µέγισο 
όπως και η 6; 11] έχει μέγιστο, αλλά ὀχι ελάχιστο. 
είν πε 1) 








Ἐπίσης αν ᾖΠα)Ξ10, χκΞ-] εἶναι 
0, απ 
ορισμένη στο [- 11] και δεν έχει επίσης µἐγισιοἡ -. 
ελάχιστο. ' 
µί αν 1Ξ[Θ) ὁ 
9)Η συνάρτηση ῥ :9 (3) Ξ 2 αν 151 ὖ ο β κ-κ-ε-κ-ε-ε-κ-ᾱ-κ-ᾱ 








1 τ2αν χΞ (1.20 
Στο /(2) - 4 ἔχω ολικὀ μέγιστο 
/(0)- 0. ἑχωῶ ολικό ελάχιστο και στο 1 έχω ασυνέχεια. 


ΗΠΑΡΑΓΟΓΟΣ 


Απάντηση: Όχι πάντα. Ενδέχεται να υπάρχει η εφαπτόµενη ευθεία σε κάποιο 
σηµείο του γραφήµατος µιας συνἀρτησης, αλλά στο σηµείο εκείνο να µην 
υπάρχει η παράγωγος, διότι δεν εἶναι πραγματικὸς αριθμὸς και εἶναι 1 οο ἡ -οο 
η οριακἠ τιμή του λὀγου µεταβολἠς της συνάρτησης σε αυτό το σηµείο. 
Αν /Γ:10θ/] ΕΚ µε {α) - κ, τότε 

{ἱοἨ κ) - {0 ι. Μη” Νο 


μπι Ἶ πι πι. τρ 








Ξ19δ καιη ευθεία κΞ0 (η κλίση Ίοο που 


βρήκαμε εφάπτεται του διαγράµµατος της {{α)- Ψακ στο σημεὶο (0/0) εις το 
οποίο δεν θεωρείται παραγωγίσιµη (ἡ διαφορἰσιµη), αλλά ὡς έχουσα «κατ΄ 
εκδοχἠν» παράγωὠγο το {οο. 





Απάντηση: Ἡ συνάρτηση {Γ:Κ» με {ας κ , εἶναι παντοὐ 
παραγωγίσιµη. 


Το γράφηµα της επὀµενης εἶναι παντοὺ «λείο» και υπάρχει παντού 
εφαπτομένη ευθεία. 
Το συμμετρικὀ του γραφἠµατος ὣς προς την ευθεία }΄ Χ, ὡς γνωὠστὀν εἶναι 
αντἰστροφη συνάρτηση {Γ΄ Ι[α) - Δία (θεωρούμε ὁτι το α παίρνει και αρνητικὲς 
ἡ απ, αν αΣ0ὐ 
αι ὑ. 
θ- -α. αν α«θρ 
Το γράφηµα της /{', λόγω συµµετρἰας, έχει τις ἶδιες γεωμετρικὲς ιδιότητες µε 
το γράφηµα της /. 
Όμως, ἥπι το. η) Παν το μο . 
ο [ς ο ἡ ο. {2 3 
Δηλαδή, η /Γ δεν ο» αρα 
εἶναι παραγωγἰσιµη 
στο σηµείο αἂξθ. 


Είναι μόνο «κατ’ « : 
ο... ” πο. 
εκδοχἠν» . 


παραγωγἰσιμη). 
αλούμενος-το/ προηγούμενο παράδειγµα, έχει τ 
οἵα της παραγώγου εἰνᾶι «ανεπαρκὠ : 


τιµές, ἄλλως ορίζουµε Γ [(α) 











Του 





Απάντηση: Αντιπαράδειµα µμπορεὶ να εἶναι η “:ΙΓ”2ΙΔΝ µε 


ποτ φβήτµν, τη. 
πας ας 

Στο σηµεἰο 0 υπάρχει µοναδικἠ 
εφαπτομένη του διαγράμματος 
της συνάρτησης ο άξονας 1 γ΄ 
καθώς /.[0]Ξ- -ω,/Ἴδι- τα. 

Εδὠ και υπάρχει µοναδικἠ 
ευθεία εφαπτομένη (µε την εκ 
δεξιών και εξ αριστερών 
ἐννοια), αλλά δεν έχω κατ’ . 
ουὐδένα τρὀπο «λεία συνάρτηση», αφοὺ στο 0 ἐχω µια ἑνώση δύο οιονεἰ 





«κερατοειδών γωνιών». Παράγῶγο στο 0 δεν έχουμε, πράγμα που συμφωνεί 
µετην εποπτεἰα και αντιβαἰνει στην ιδἐα της μοναδικής εφαπτοµένης ευθείας. 
Αξίζει να σηµειῶθεἰ, ὁτι στο 0 δεν υπάρχει οὐτε «κατ΄ εκδοχἠν» παράγωγος, 
αφού οι εκ δεξιών και εξ αριστερών οριακέἑς τιμὲς της παραγώγου εἶναι { 9 
και - ο αντιστοἰχῶς. 


ΘΕΩΡΗΜΑ ΚΟΙΙΕ 





Απάντηση: (1) Ἑστω και σε ἑνα σηµείο να εἶναι ασυνεχἠς η {, εἶναι δυνατὀν 
να µην ισχύει το 
συμπέρασμα του Θ. Κοῇο, α.χ. 


Αν - 
ο 1 ανχε |- 11 - 10 
{ἶα) - | | { | 
0, αναξ 0 
τότεη { 


ο Είναι ασυνεχἠς στο 0 και 
συνεχἠς στο [-μ|- (0. 
. {-)- Πὐ-ο 
ο Είναι παραγωγἰσιµη στο 
[-μ]- [ο]. 
Δηλαδή, πληρούνται λες οι 
συνθήκες του Θ. Κος, πλην της 
ασυνεχείας σε ἑνα και μοναδικὸ 


σημείο. 





Έτσι όμως, 3 αρε |- Η]: Γ αι) Ξ θ, διότι αν υποθέσουμε ὁτι υπήρχε τέτοιο 
χο, θα επαλήθευε την εξίσωση { ία) Ξ095 2χιξ 095 αιςξ θ, ἁτοπο, διότι 
στο αυ Ξ 0 εἶναι ασυνεχἠς, άρα στο 0 δεν εἶναι παραγῶὠγίσιμµη. 





3 Αναλόγως και για το Θ.Μ.Τ. 


χ΄ιαν «κα ) 
η Ἡ . 
σι .. χθῇ | 
ο Δεν εἶναι συνεχής στο . 
κλειστό [οι] ᾿ 


ο Είναι παραγωγἰσιµη στο 
ανοικτό [011). 
ο Ισχύει /10)- {1 - 2. 





Αλλά, 1λχε[θ1): Γρ) Ξ 0. 
Διότι αν υπήρχε τἐτοιο χο, θα 
έπρεπε να εἶναιαρΞ 0, ὁμῶς στο 0 





δεν εἶναι συνεχἠς, άρα ὀχι και παραγωγίσιμη. 
2 
(19 Αν /ἱα) - | πα . τότε 
1, χΧΞ 0 
ο ἩΠ { ασυνεχἠς στο 0, ἁρα και µη 
παραγωγίσιµη. 
. 0-4. 
ο Ἡ Ε παραγωγίἰσιµη στο (0,1). 
Αλλά, ὰ αρε [0/) µε Γ αῃ)Ξ Θ, διότι μόνο το 0 
θα μπορούσε να έχει αυτἠ την ιδιότητα και στο 0 
δεν παραγωγίζεται. 





αν υπήρχε τἑτοιο χο, θα έπρεπε να εἶναιαᾳΞ 0, 
όμως στο 0 δεν εἶναι συνεχής, ἁἆρα ὀχι και 
παραγωγίσιµη. 
δν κε [12 
τω πα . 
| εις 


ο Ἡ { ασυνεχἠής στο 2, και συνεχἠς : 9 
παντοὺ αλλού. : 


| τότε 


ο Ἡ Ε εἶναι παραγὠγίσιµη στο {1.2). 7 
. {0- 2 -ι. . 
Όμως, ἃ «με (01): αι) Ξ 0,/διότι αν υπήρχε κάποιο, θα ἦταν το 0 και 
θε {12). 
(ν) Ἡ παραγώγισιµότητα στο [α,β) εἶναι 
απαραίτητη. 
να, κε[ο]] 
Αν /α)- ᾿ α -- τότε 
ο Η {[ εἶναι συνεχἠς στο [τμ]. 
. {9- Π- ἡ-ι. 
ο ΠΠ { δεν εἶναι παραγωγίσιµη µόνο 
στο 0. 








Όμως, 3 αμε [- 11): Γ {αι)- 0, (διότι αν 
υποθέσουμε ὁτι υπάρχει κάποιο, 
καταλήγουμε σε ἁτοπο). 
(ν)  Ἡ συνθήκη Γα]- {β) εἶναι 
απαραίτητη. 
Αν Γία)- κἱ 12], τότε 
9 Ἡ {εἶναι συνεχἠς στο 11,2]. 
ο ἩΠ { εἶναι παραγωγίσιµη στο 
{12). 
» [-1κ4- 2). 





Όμως, 3 αρε [12]: Γ{αι)Ξ 0, διότι θα 
έπρεπε 2ὰ0/Ξ 05 ας 0έ πο κ 

(νΏ) Οι συνθήκες του Θ.ΚοΙςε εἶναι ικανὲς αλλά ὀχι αναγκαἰες. Θα δώσουμε 
παράδειγµα ὁὀπου δεν ικανοποιείται καμἰα συνθήκη του Θ. Κοῇς, ὁμως 


«είς. 





Θεωρώ την 
πα .1, τε [15] 
{ἱα)- 
1 1 
η, χε|--]α 
2 . 





 Ἡ Ε εἶναι ορισμένη στο |- ΙΙ]. 
ο Ἡ { ὃδεν εἶναι συνεχἠς στο 


1 
|- 11, αφοὺ στο αξ . ἐχω 


ασυνέχεια. 


ο [--- 


ο ἨἩ {ὡς μη συνεχἠς στο ας 


δεν εἶναι οὖτε παραγωγίσιµη στο [- 1/1). 
Όμως, 3 Χρ θε {- 1,1) : {19 Ξ0. 


ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ. 





Απάντηση: Είναι δυνατὀν, εάν ορἰζονται σε διαφορετικά σύνολα. 
Π.χ.η {10ή9) ΕΚ µε Γα]- κ εἶναι γνησίως αὐξουσα, 
ενώη ρθω] Κ µε εία]- κ΄ εἶναι γνησίως φθίνουσα. 





Απάντηση: π.χ.η Γα)- καὶ εἶναι γνησίως αὐξουσα στο”. ,όμως /190)-0. 


Μάλιστα, εἶναι δυνατὀν, µια 
συνάρτηση, να ἐἑχει άπειρα σηµεία στα 
οποία να µηδενίζται η πρώτη 
παρἀγωγὸς της και αυτὴ να εἶναι 
γνησὶως αὐξουσα. Παράδειγμα εἶναι η 
ΓΚ” Ν µε {α)- κά ηµα. Ἡ 1 εἶναι 
γνησίως αὐξουσα. 

Όμως {Γ]α)- 14 συνχ και η εξίσωση 
{ία - 09 συνχΞ 19 {ακξ 2κπ,κε Ζ]. 
Δηλαδή, έχω άπειρες αριθµἠήσιµες τιμὲς 


γιατις οποίες /[α)- 0, ενώ η { εἶναι γνησίως αὐξουσα. 


28 





-20 


ΣΧΟΔΙΟ: Το αντίστροφο της ανωτἑρω προτάσεωῶς, εἶναι η γνωστή αληθής 


πρὀταση. 







Απάντηση: Ἡ σταθερἠ συνάρτηση /{:Κ Κ µε /α)-ς πληροί την τεθείσα 


συνθήκη, αφού αν αοε Κ, /ας)- οξ ο- [α), νχε Κ και /αο)Ξ ο» ο- Γα) 


/σχε ι. 








Απάντηση: Θεωρούμε την 
11019)” κ με 
2 1 
κ) -- ια. χλ0 
0, κΞ0 


Για κάθε χ}ὸ 0 εἶναι συνεχἠς ὣς 

γινόμενο συνεχών και σύνθετη 

συνεχών. 

Ἐπίσης στο 0 εἶναι συνεχἠς, αφοὺ 
1 

Γ10)- Ππικ΄ημ--Ξ 0. ὡς γινόμενο 


190 χ 
απειροστἠς επἰ φραγµένη. ΄'Όμως 
τοἩ [ϱ) δεν εἶναι τοπικὀ ακρὀτατο, 
αφού οσοδήποτε κοντά στο 0, σε 




















/ῶ- αημ 


3Η µελέτη µιας τέτοιας συνάρτησης, είναι εκτός πνεύματος ύλης της Γ΄’ Λυκείου. αλλά χρειάᾶεται στα 


επόμενα για άρση µιας συνήθους πλάνης για τα ακρότατα. 





κάθε διάστηµα της µορφής [0,χ] η Ιά) εναλλάσσει πρόσημο, δηλαδή γίνεται 
και θετικἠ και αρνητικἠ, συνεπώς η τιμἠ 0 δεν µπορεἰ να εἶναι τοπικὀ 
ακρὀτατο. 

Ο παραπάνω ισχυρισμὸς καθἰσταται φανερός, αν θεωρήσω την ακολουθία 

1 
πο 0 και α͵}λθ,ΤπεΝ. Απὸ τον ορισμό της σύγκλισης τῆς 
2 

ακολουθίας, ἐπεται, ὁτι σε κάθε διάστηµα της µορφής (0,ε), υπάρχουν άπειροι 
όροι της και οι τιμἐς της συνάρτησης γι αυτές τις άπειρες τιμὲς εἶναι 
ο ο 


Αν θεωρήσω 5 0 και ν,} 0, Υ πε Ν, τότε και αυτή σε διάστηµα 


3π 
2πη 3 κα 


(0,8), έχει άπειρους όρους της και οι τιμὲς της συνἀρτησης γι αυτοὺς τους 
όρους εἶναι {{2,]Ξ »[---ν« 0. 

Δηλαδή, οσοδήποτε κοντά στο 0, έχω και θετικὲς τιμὲς και αρνητικὲς 
τιμὲς, ρα το 0 δεν µπορεἰ να εἶναι ακρότατο 






κ|-- , 0 
Απάντηση: Θεωρώτην {:Κ3 Κ µε Γα)- | ι ἁ ἡ 
ας 


Στο αρξ 0 η κυρτότητα αλλάζει εἶδος, 


1) 


1 
αφού /Ια]Ξδιν κ᾿ ως (δεν 
. αν ο 
υπάρχει η {/Γ0), αφού δεν υπάρχει : 
καιη /10)) και Γ΄ [α]«0 ὅκς θ, ενώ 
{0920 νκλ0. 
Στο ταρξ θἐχωὼ 116) - -ᾱ και -- ε] : 
πώ ο, 


Ἔτσι, στο χρΞ 0δεν υπάρχει 





εφαπτομένη και επομένῶςτο αρ Ξ 0 δεν εἶναι σηµείο καμπής. 


Υπάρχει περίπτωση, εκατέρωθεν ενὸς σημείου αι, µια συνάρτηση { να ἐχει 


αλλαγή κυρτότητας και αηνα µην εἶναι σηµεὶο καµπἠς διότι το αι έ 2/1). 
Για παράδειγµα η Ἅᾖ{Γα)Ξ μμ.  {α]- ονδὴ {Γ(α)»0 κλ0, 
ο” χ 


3 


{ας 0 ἕας 0, ενώ δεν υπάρχει σημείο μηδενισμού της β’ παραγὠγου. 


ΑΣΥΜΙΙΤΩΟΤΕΣ ὸΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 














.. μα ἳ ἳ 2 

Απάντηση: Αν Τα) - κ συνχ/Κ, τότε πι γα) Ξ Ἠπι κ λαών 
χὸ 1ο ἉΧ .... χ 

. ἴ 1Η συν2αχφ. συν2χ 
ΠπΠιῃ!! σττ Ηπιῇ” σσ κ Πα! πι-- Πεμ 

αι - 2χ ο ο νο ο ὃν 
Ξ1:04051 
Όμως πι {1{1) - 2) Ξ Ιπῃ συν΄κ, Το 

αχ Έω αχ 9 
τελευταἰο ὁριο δεν υπάρχει, διότι αν 
θεωρήσω ἂ, 5 2Η τω, τότε 
πι συν-α͵ Ξ Ἡπι συν; 2ηπ- Ἠπι { - 1, 
Πο η 999 ΠΕ 
ενώαν 
π 4 

}, Ξ 2Ηπ1 ο. πα τότε 

















πι συν΄ν,Ξ Ππιθςθ. Δηλ. στο 9 η 


Π3 τω πο 9 
συνάρτηση συνχ΄ , κυμαίνεται συνεχώς μεταξὺ του 1 και του 0., χωρἰς να 
πλησιάζει πουθενά. 





Απάντηση: Πρόκειται για ενδιαφέρον παιδαγωγικὸ (και μαθημµατικὀ ) 
ερώτημα, καθώς η ετυµολογικἡ σηµασία της λέξης «ασύμπτωτη» παραπέμπει 
ευθέως στην «μη σὑμπτῶώση» και (κατά τη συνήθη ερμηνεἰα) στο ὁτι «δεν 
ἐχουν κοινά σηµεία». 
Απὸ την άλλη, η μαθηματική σημασία του όρου, δεν αποκλείει την ὑπαρξη 
κοινών σημείων, αλλά και αυτὀ δεν εἶναι προφανὲς αν γίνει µια ὀχι σωστή 
γεωµετρικἠ μετάφραση του ορισμοὺ (πράγµα λἰαν σύνηθες). 
Ο ορισμός της πλάγιας ασύµπτωτης, απαιτεἰ ύπαρξη λ,με Ἐ έτσι ὥστε 

Πτα [/α)τ ἂκε μι-ο. (1) 


Η συνἠθης λανθασμένη γεωμµετρικἠ θεώρηση του ορισμού ἐγκειται στην εξἠς 
μετάφραση: « Ἡ (1) σηµαίνει ότι η /{α) και η ευθεία }Ξ ΛΧ4{ µ εφάπτονται 
στο άπειρο ἡ πλησιάζουν οσοδήποτε κοντά χωρίς να συμπίπτουν ποτέ». 

Η παραπάνω θεώρηση εἶναι σωστή για την συντριπτική πλειονότητα των 
χρησιμοποιούμενων παραδειγµάτων ἡ περιπτὠσεῶν, αλλά ὀχι και για όλα. 
Παραθέτουµετο ακόλουθο αντιπαράδειγµα: 


ο χβ0 


{α)- 





χ η οποία εἶναι συνεχἠς. 
1. κΞ0 


Επίσης, 1πι μεν 0 και πι ---- 0, πράγμα που σηµαίνει ότι η ευθεία /Ξ0 
χ 


ἆ 1ο Χ αὸ -ᾱ 
(δηλαδή ο άξονας αχ) εἶναι οριζόντια ασύµπτωτη της /α). 
Όμως η /Γ{α) και ο άξονας αχ έχουν άπειρα (αριθμήσιμα) κοινά σηµεία, 


αφού η εξἰσώση ες 06 ημε- 09 ας κπ.κε Ι) και έτσι φαίνεται η 
Χχ χ40 


απειρἰα των κοινών σημείων. 





ημίν) 


χ 
ταλάντωσης και προςτο {9 καιπροςτο -ο9 


ΚΑΝΟΝΑΣ ΤΟΥΙΗΟΡΡΙΤΑΙ. 


Η συνάρτηση Πα) ἐχει την µορφή µιας αποσβενυόµενης φθίνουσας 





[ 
α΄ ημ-- 


Απάντηση: Το χι εἶναι της μορφἠς - και 





πι 
120. Εφχ 











κὴμί 























Η γραφικἠ παράσταση της συνάρτησης πο) - χ. σε µια περιοχή του μηδενός , 
(1) 
ὁπου και εποητικἁ φαίνεται η ὑπαρξη του ορἱου. 
Όμως, 
κ;ημ-- 2 ν . 
ηµ χημντα -ο συν 
: . Χ Χ 
Πτα οτι ΠΠΗ: . 
ο πα ο ἳ 
συν; κ 
1 ] . Ι 
2χημ-- συν - Ἠπισυν -- 1 
Ξ πι πιο 0- ὧλ--ᾗ--- Ππισυν-- 
χὸ0 Ι χ20 1 1 χὸ 0 Χ 
συν΄χ συν΄χ 
και το όριο αυτὸ δεν υπάρχει. 
Πράγματι, 
1 -- Γῃ ι 
ανα,ςξ -Ὁὸ θκαια, {0 ἥπε Ντὸτε ππσυν---Ξ Ηπισυν2πηξ 1» 1. 
2πή Χη 
κ : 20 Ι π 
Ἅλρ π και αχ; 0 πε Ν, τὀτε Ιπισυν--τΞ Ηπισυνι 2πή1 | Ξ 
2πη 3 . ᾱ. 2 





0” 0. 


1 1 1 1 1 
Επομένως δεν υπάρχει το ὁριοτου συν-- όταν κ» 0. 
ο 








Η γραφικἡ παράσταση της συνάρτησης {Χ)-συν(1/χ). Εποπτικἁ έχουμε µια γραμμή που 
ταλαντώνεται μεταξύ του 1- και 1 όσο πλησιάζουμε στο ϐ, χωρὶς όμως να σταθεροποιείται 
σε κάποια συγκεκριμένη τιµέ 





ΣΧΟΛΙΟ: Το παράδειγµα αναδεικνύει το ικανὸ και ὀχι το αναγκαίο του 
κανόνα 1 ΠΗορβίία|. Επομένως, όταν δεν υπάρχει η οριακἠ τιµή του λόγου 
των παραγώγων, δεν έπεται ότι δεν υπάρχει Και το αρχικό προς υὑπολογισμὀὸ 
ὁριο. 





Απάντηση: Θεωρώ /α]-α, εἰα)- αἲ 1. 
0 | 1 
πο νο ο ο 
α90 ϱ/χ) 1οΟΧ4Ε1Ι 1 90 ϱ [κ] χ9 0 
Επομένως η πρὀταση εἶναι ψευδής. Όπως δεἰξαµε και στο προηγούμενο 
παράδειγµα, αληθής γενικά εἶναι η αντίστροφη πρὀταση. 


Αόριστη Ολοκλήρωση. 





Απάντηση: Το λάθος στο παραπάνω εἶναι η παράληψη της σταθεράς 
ολοκλήρωσης. Στις περισσότερες περιπτώσεις,  αυτὴ η παράληψη δεν 
δηµιουργεἰ πρόβλημα, αλλά σπανἰως (ὀπῶς εδώ) μπορεί να δημιουργήσει 
αντίφαση. 

Η τελικἡ ισότητα θα ἧταν {/- 1: 634 Ι που δεν συνιστά αντἰφαση. 

Να σηµειώθεἰ., ὁτι δεν εἶναι το μὀνο λάθος που µπορεί να προκύψει όταν δεν 
εἰμαστε προσεκτικοἰ στην παράθεση της σταθεράς ολοκλήρωσης. 

Στο παρακάτω παράδειγµα θα «αποδεὶξουμε», ότι η γνωστή θεμελιώδης 
τριγωνομµετρικἡ ταυτότητα ηµ΄χέ συν΄χ- 1 δεν... ισχύει!. 


1 
Έχουμε: [ημασυνχάκ Ξ σημ΄α (1) 


Αλλά και [ημασυνχάκ- - σσυνῖὰ (0). 


Με απλἠ παραγώγιση τῶν δευτὲρων µελών των (1) και (2) μπορούμε να 
κάνουμε επαλήθευση. 
. --- 
-ημίχ- ---συν΄χή 
Ἔτσι απὀ (1) και (2) ἔχω 2 2 
ημ΄χὰ συναΞ 0 (11) 
Το σωστό εἶναι οι (1) και (2) να γράφονται 


1 
[ηµασυνα Ξ σημα! σ 


1 
[ηµασυνα- - σσυν΄κὴ σα 


Με ἄλλα λόγια, το σύμβολο | /{α]άχ, όταν υπάρχει, δεν συμβολίζει µία 
συνάρτηση, αλλά ἑνα σύνολο συναρτήσεων που διαφέρουν κατά σταθερά {. 
Συνεπώς όταν εἶναι γνωστή µἰα συγκεκριμένη Εω αρχική της /{χ) γράφουμε: 
[Ελ ἴχ- Εἶα]« 6. σε Β. 





:ό 











Απάντηση: α) Ισχύει οξεὺ «αν - ' σον χγ 1. 
΄ Ι-α ο». 
ν 3 
Τότε | -- ος εφ - -. ὦ βγαίνει δηλαδή το παράδοξο αποτέλεσµα 
ο1 κ 2 ἵτα 6 


αρνήτικοὐ ορισμένου ολοκληρώματος, µιας συνἠρτήσης παντοὐ Θετικής στο 
διάστηµα ολοκλήρωσης. Το λάθος βεβαίως εἶναι ὁτι η συνάρτηση 








1 2 
Ρα) Ξ ος ον τς δεν ορίζεται για κ- 1ε [0,93]. Ἡ σωστή λύση εἶναι η 
ο 
εξής: 
4 2χ 3 π 
- τοξεφα------ | τοξεφν3 - τοξεφθ- ---. 
πο μες αι οφ ξεφῦτ 
β) Ένα απλούστερο παράδειγµα: Ἑστω { :[0.1]3 ΙΕ µε /{(4)Ξ 1 και Ε:[011» 
1 ακΞξθ 
Κ µε Εία)-ία, κε (θ), τότ, προφανώς Ε(α)- {(α) ἵπε (01), 
0, αξ1 


1 
Ε{)- Ε(0- -Ι[/αλάςΞ 1. Αυτὸ βέβαια οφείλεται στο ότι η Γ δεν 
0 


εἶναι συνεχήςγια χΞ 0καιγια χς Ι. 
Απ 
Υ) Άλλο χαρακτηριστικὀ παράδειγµα εἶναι το | τς. 
συνάρτηση εἶναι παντοὺ Οθετικἠ, αφοὺ 44 συνχκὸ ὁ ἵχε[κ. Αν 


αντικαταστἠσω το κα, θέτοντας 





« Ἡ ολοκληρωτέα 





χ 

εφ-- ὢ 1 

.. (1) 
τότε 

χ 
1- εῴο-- 2 
συνχ-Ξ νε. .. (2) 
1: οφ)” 14 ω 


Διαφορίζονταςτην (1) έχω: 
4 ο Ξωθ 


1 1 
εσαχΞξ αω 3 ; . : 
αν ο Ὁ (απὀ τον τύπο του αποτετραγὠωνισμοὺ του 
σ να 3) 
2 





συνημιτόνου) 


ων ο το (6) 
14 συνχ 2 


αχ 





Ξ 3 








{ν ωἱ ᾿ 
Ἔτσι, το αρχικό ορισμένο ολοκλήρωμα, γίνεται: 


0 
για χξ 0, λόγω (1) έχω ος ϱ, 
4π 
για α-ξ 4π,λόγω (1) έχω ὠ-ξ ο” 0. 


ἀπ αἰχ : [ 
0 


Ἆρα, ϱ 44 συνχ 


: στὸ Ξ σάω- 0 

.ν ωί Ἱω (). 
.. 

13 ω΄ 
Δηλαδή, το ορισμένο ολοκλήρωμα παντού θετικἠς συνάρτησης, εἶναι 
μηδέν! Φυσικά το λάθος προεκλίθη, στην αντικατάσταση, αφοὺ η 








ἳ λ ' ' 
συνάρτηση εφ” δεν εἶναι παραγώγίἰσιµη στο [0,π]. 


